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APRESENTACAO

Neste trabalho, estudamos a Geometria Fractal, caracterizando alguns
fractais cldssicos e apresentando alguns aspectos historicos relacionados a esta
teoria. Além disso, queremos destacar que a Geometria Fractal permite
observar uma interessante conexdo entre a construgdo de elementos
matematicos e alguns objetos presentes na natureza. Um aspecto interessante
e que alguns conceitos relacionados ja podem ser abordados no Ensino
Fundamental e Médio.

A Geometria Fractal ¢ uma 4rea fascinante da matematica que estuda
objetos geométricos complexos que apresentam uma estrutura auto-semelhante
em diferentes escalas. Neste trabalho, ao caracterizar alguns fractais classicos,
como o Conjunto de Cantor, a Curva de Koch e o Tridngulo de Sierpinski,
destaca-se ndo apenas a beleza matematica desses objetos, mas também sua
aplicabilidade em descrever formas encontradas na natureza, como montanhas,
arvores, nuvens e costas litoraneas.

Historicamente, a Geometria Fractal ganhou visibilidade com o matematico
Benoit Mandelbrot, que cunhou o termo "fractal" na década de 1970. A partir
de entdo, o estudo dessa geometria se expandiu, mostrando que muitos
fenomenos naturais e padrdes que antes pareciam cadticos podiam ser
explicados por meio de leis fractais.

Um aspecto relevante do estudo da Geometria Fractal ¢ a sua aplicabilidade
no ensino basico, especialmente nos niveis Fundamental e Médio. Certos
conceitos fundamentais, como a auto-semelhanga ¢ o conceito de iteracao,
podem ser abordados por meio de exemplos visuais ¢ dinamicos que despertam
o interesse dos alunos. A introducdo a Geometria Fractal pode ocorrer, por
exemplo, quando se estudam as fung¢des matemadticas, sequéncias ou
progressdes geométricas, oferecendo aos estudantes uma maneira intuitiva de
explorar padroes complexos com regras simples.

Além disso, queremos destacar que o ensino de fractais pode também
enriquecer o aprendizado ao conectar a matematica com a realidade cotidiana.
Ao observar a natureza, os alunos podem perceber como formas fractais
aparecem em estruturas naturais, como galhos de arvores ou flocos de neve,
oferecendo uma ponte entre o abstrato e o concreto.
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Essa abordagem pode ajudar a desenvolver o pensamento critico ¢ a
criatividade nos alunos, que passam a ver a matematica ndo como uma ciéncia
distante, mas como uma ferramenta poderosa para compreender o mundo ao
seu redor.

Assim, o estudo da Geometria Fractal ndo s6 amplia o saber matematico,
mas também estabelece relagdes interdisciplinares entre a matematica e outros
campos de saber, como a biologia e a fisica, evidenciando que os padroes
naturais frequentemente seguem ldgicas geométricas profundas. Ao incorporar
no curriculo escolar conceitos de fractais, podemos estimular o interesse dos
alunos e proporcionar uma visdo inovadora e visualmente apelativa da
matematica.

\



SUMARIO
([N RERI0] 51U07:Y0 I 8
CAPITULO 1- CONCEITOS BASICOS ..o, 10
Mailson AIVes farias, 2024 .........ooeee oo, 10

CAPITULO 2 - GEOMETRIA EUCLIDIANA E A
GEOMETRIA FRACTAL: SEUS ASPECTOS RELEVANTES

....................................................................................................... 25
Mailson AIVes farias, 2024 .........oooeee oo, 25
REFERENCIAS ..ot e oo er e e 50

\



INTRODUCAO

Ha muito tempo, os estudos e analises de situagles vividas no
cotidiano tem se desenvolvido através de observactes e padrdes
apresentados e relacionados, muitas vezes, com aspectos relevantes da
Matematica.

Seja por meio da abstracdo dos teoremas ou proposicdes, ou por meio
das representacles geométricas conectando a teoria com a realidade,
podemos fazer conex®es e entender a diversidade de fatos e coisas que
existem em nosso planeta. Diante de situagles como essas, 0 homem
comecou a ampliar o seu conhecimento e, através da observagao, passou a
identificar outros elementos, além daqueles ja presentes na geometria
euclidiana, introduzindo no século X1 uma nova teoria.

A geometria fractal foi desenvolvida com a intencdo de justificar,
através da repeticdo de padr@es em figuras e objetos, as relagdes existentes
em figuras e formas que antes nd@o apresentavam os padrdes das figuras da
Geometria de Euclides, como por exemplo, a couve-flor, os relampagos, as
ramificacles de uma arvore, montanhas, entre outras formas encontradas na
natureza.

Este trabalho tem o objetivo de apresentar um breve historico da
geometria fractal, a classificagdo, caracteristicas, construgtes e propriedades
pertinentes a alguns fractais classicos, bem como o célculo da sua
dimensd. Assim, estruturamos o trabalho em quatro cap’itulos que foram
divididos da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos, inicialmente, o infinito nas obras de Escher
e alguns topicos basicos de matematica, como as Progressdes Geométricas
e os L.ogaritmos, algumas noctes da topologia, com o intuito de apresentar
uma base matematica para os conceitos desenvolvidos nos demais cap ‘itulos.

O Capitulo 2 & dedicado a um breve histdrico da geometria de Euclides
a Mandel-brot com o surgimento da geometria dos fractais, bem como a
sua relevancia para o desenvolvimento da ciéncia e das tecnologias.
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CAPITULO 1- CONCEITOS BASICOS

Mailson Alves farias, 2024

Neste capitulo, apresentamos defini¢Bes e teoremas necessarios para a
compreensdo do trabalho, com o intuito de desenvolver uma abordagem sobre
a geometria de fractais. Para tanto, utilizamos as seguintes referéncias: [3],
(41, [8], [9], [101, [11], [12] e [13].

O infinito nas obras de Escher

Em muitas obras de arte, & possivel perceber a relagdo existente entre
as técnicas utilizadas e os tragos que nos remetem a conceitos relevantes da
Matematica. Podemos citar, por exemplo, a geometria das figuras planas ou
espaciais presentes em quadros e pinturas de variados artistas.

Mauritus Cornellis Escher (Figura 1.1) & um artista que quando
analisamos suas obras encontramos uma estética impecavel e desenvolvida,
sobretudo, por meio de trés técnicas peculiares: xilografia®, litografia® e
meio-tom, obtidas por matrizes que servem como uma espécie de carimbo
para papéis e tecidos especiais, sendo que as duas primeiras constituem a
maior parte de seu acervo art’istico.

Figura 1.1: Mauritus Cornellis Escher (1898-1972)

Fonte: @M.C.EscherPage (2014, p. 1)

—
o
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Podemos perceber, em algumas das suas obras, que,

Escher era um génio da imaginag@o lidica e um artesdo habilidoso
nas artes graficas, mas a chave para muitos dos seus efeitos
surpreendentes ¢ a Ma- tematica. Nao a Matematica dos nimeros ¢
das formulas, mas a Geometria em todos os seus aspectos. Escher
podia imaginar os efeitos fantasticos, mas a Geometria era uma
ferramenta necessaria para capturar esses efeitos. (TJABBES, 2010,

p-9)

Escher criou estruturas impossiveis, em sintonia com a arte
contemporanea, desenvolveu um novo campo de inspiracdo na inevitavel
contradigao entre a bidimensionalidade do papel ou da tela e a realidade
tridimensional.

Através desta percepgado, ele desconstroi a previsibilidade nos
desenhos, acrescentando movimentos de translacdo, rotacao e reflexao, ou seja,
transformagdes isométricas* dando movimentos a figura no espaco.

Existem relatos de que o trabalho de Escher pode ser analisado e
relacionado ao infinito, por meio de trés caracteristicas: Ciclos Sem Fim,
Preenchimento de Superficies e Limites.

Intuitivamente, podemos compreender o significado de Ciclo como a
ocorréncia de fatos ou acgdes de carater periddico, a representacd de um
processo que n3o termina, deixando implicito neste significado a nogado de
infinito. Escher ilustrou os ciclos através de suas obras:

Queda d’Agua e, subindo e descendo que podem ser vistas nas Figuras 1.2
e 1.3 (proximas paginas):
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Feita em litografia, a Figura 1.3, & outra figura que nos remete a
observagdo de algo impossivel, ja& que, nesse caso, alguns cavaleiros estzo
subindo ou descendo, sempre, huma escada sem fim. Esta arte, inspirou a
construcdo de ilusdes de oOticas em diversas obras, como por exemplo no
filme “A Origem”lancado em 2010, em que uma das cenas esta representada
na Figura 1.4.

Figura 1.2: Cena do Filme A Origem”(2010)

Fonte:[22], (2018, p.1)°

Nessas obras, a impressao que temos € de que as imagens estao sempre
numa continuidade infinita, caracterizando os tragcos marcantes de uma
das técnicas utilizadas por Escher, o ciclo sem fim.

Continuando a observagado das obras de Escher, em relagd @ écnica
de preenchimento de superficies, podemos destacar a existéncia de algo
estatico mas, que nos causa a impressa de movimento, tendo em vista que
h& uma transformagao do plano para espaco e de espagco para plano, numa
interacdo entre os objetos bidimensionais e tridimensionais existentes nas
figuras. Em relagdo a isso, destacamos a obra: Maos Desenhando-se
(Figura 1.5), em que & retratada uma folha de papel onde hd pulsos que
permanecem no plano da folha, enquanto duas maos estdo em ascensdo de
forma tridimensional, de frente uma para a outra e numa agdo controversa
ambas se desenham, usando o recurso de uma dobradura nos cantos.
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Figura 1.3: Maos Desenhando-se (_198)

@f

Fonte: [4], (1994, p. 69)

As ideias de contradigZ sdo frequentemente utilizadas nas obras de
Escher, tendo nesta obra um dos seus exemplos mais notorios. Note que,
transformar uma parte unidimensional em uma parte tridimensional &
realmente fascinante, o detalhe das linhas se apresentam de tal forma que
¢ realmente dificil imaginar como ele conseguiu fazé-las parecer tdo
naturais e realistas.

Outro elemento da técnica de preenchimento de superficies, utilizado
por Escher, estd representado na obra Répteis (Figura 1.4). Nesta obra
foi usado um efeito continuo de rotacdes e translagles que nos deixa a
impressdo dos répteis estarem saindo e entrando continuamente na folha de

papel.

Figura 1.4: Répteis (1943)
e : :
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Nesta imagem, podemos ver um livro de esbogos de desenhos, trés tipos
de mosaicos com a forma de lagartos em fila, que se dirigem para um
dodecaedro pentagonal, causando a impressao de um movimento continuo
em que pode ser destacado o preenchimento da superficie.

Com relacdo a obra de Escher relacionada aos L.imites, podemos
perceber uma tentativa do autor em transmitir a ideia de infinito,
considerando, além das translagbes isométricas, as semelhangas entre o0s
desenhos, que diminuem sucessivamente, preenchendo o plano até o limite
permitido pelo campo visual. Para exemplificar essa fase das obras
de Escher podemos observar a figura 1.5, onde esta reproduzida a
obra chamada de, cada vez menor.

Figura 1.5: Cada vez menor (1956)
S Mo\ W 4

©

“H - / ‘BN 7
Fonte: [4], (1994, p. 20)

Podemos, num primeiro momento, olhar a Figura 1.7 apenas como um
mosaico como intuito de decoracdo. No entanto, com um pouco mais de
atenczo, o que fica notdrioe que a figura demonstra um padrao determinado
pelas formas que, gradativamente tem o seu tamanho ampliado da parte
central para as bordas da figura, variando a forma dos limites apresentados,
sendo infinitamente grande ou infinitamente pequenoa partir de um ponto
central.

Um fato semelhante pode ser observado na obra Limite Circular 111
(Figura 1.6), onde & possivel detectar semicirculos de cor branca se
intersectando e dividindo a figura, em proporc¢Bes correspondentes, de modo
que, em cada uma das proporgtes formadas, a ideia transmitida € de que a
infinidade de tragos presentes nos deixam a impressao de limites méaximos
ou minimos apresentados pelos peixes inseridos na figura, delimitado pelo
trajeto de todas as fileiras formadas.
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Figura 1.6: Limite Circular 11 (1959)

Fonte: [4], (1994, p. 24)

E possivel observar ainda, que Escher utilizou quatro cores diferentes
para representar os peixes da figura, contribuindo ainda mais para a
distingdo de cada uma das fileiras, 0 que provoca em nossa percepgao, 0
sentido de que a reducd da figura & feita da parte central para as
extremidades, deixando a impress@g de que as fronteiras nesta figura sdo
inatingiveis. Podemos associar estes e muitos outros trabalhos de Escher com
a divisao do plano regular a teoria dos fractais, tema do nosso trabalho.
Podemos, informalmente, definir um fractal como um objeto geométrico
que pode ser multiplicado infinitamente em partes menores, cada uma delas

semelhante ao objeto original. E possivel perceberisso, por exemplo, na obra
Anjos e Dembdnios (Figura 1.7).

Fonte: [4], (1994, p. 25)
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NOCOES PRELIMINARES

Definicao 1.1. Uma sequéncia de niimeros reais ‘e uma fungdo f: N — R,
definida no conjunto N = {1, 2, 3, 4, - - - } dos numeros naturais ¢ tomando
valores no conjunto R dos niimeros reais. O valor f(n) sera representado por
an, para todo n € N e chamado o termo geral, ou n-ésimo termo da sequéncia.
Observacao 1.1. Usaremos ainda a notagdo {an} para indicar o conjunto de
valores da sequéncia. Essa distingdo ‘e importante, pois uma sequéncia pode
possuir infinitos elementos, mesmo que seu conjunto de valores seja finito.
Exemplo 1.1. A sequéncia 1, —1, 1, =1, 1, —1, - - - e infinita, cujo n-ésimo
termo € igual a an = (—1) n—1.

E importante observar que, de acordo com a Defini¢do 1.1, o primeiro
indice de uma sequéncia an € n = 1, ou seja, al ‘e o primeiro termo da
sequéncia. Por outro lado, podemos observar que a sequéncia an =1V n— 3 s6
faz sentido paran =4, 5, - - - de modo que seu primeiro termo ¢ a4, mas nao
podemos pensar que isso seja um obsticulo, j4 que podemos fazer uma
translacdo de ‘indices de forma que o primeiro termo da sequéncia tenha
‘indice n = 1. De fato, definindo a sequéncia por bn = an+4 = 1 \ n, a sequéncia
fica definida a partirde n = 1.

Seja (an) uma sequéncia. Dizemos que (an) ‘e crescente se al <a2 <a3 <

-+ -<an<-- - ouseja, sean < antl. Por outro lado, se al >a2>a3>--->
an > - - -, ou seja, se an < an+1 dizemos que a sequéncia ‘e decrescente e,
ainda, a sequéncia (an) ‘e dita ndo-crescente se al <a2 <a3 <---<an<---
e ndo-decrescente se al >a2>a3>--->an>---.

Se uma sequéncia satisfaz qualquer uma dessas condi¢Oes ela ¢ dita
monoétona. Uma sequéncia (an) € dita limitada superiormente se existir um
numero real 0 tal que, para todo niumero natural n, temos an < 8. De maneira
analoga dizemos que uma sequéncia (an) ‘e limitada inferiormente se existir
um numero real o tal que, para todo numero natural n, temos an > a. Se
existirem reais o e 0 tais que, para todo numero natural n, temos, o < an < 0
dizemos que an ‘e uma sequéncia limitada.
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Diante disso, podemos perceber que uma sequéncia € limitada se, e somente
se, ela ‘e limitada superiormente e inferiormente. Em outras palavras, uma
sequéncia ¢ limitada se todos os seus termos pertencem ao intervalo [a, 0]. E
interessante perceber que algumas sequéncias Matematicas apresentam uma
certa regra, isto ‘e, uma lei de formagao, capaz de caracteriza-las através de um
determinado padrao. Um exemplo disso sdo as Progressdes Geométricas que
podem ser determinadas a partir de uma formula de recorréncia.

Defini¢ao 1.2. Dada uma sequéncia finita (al, a2, ..., an, ...) chamamos de
Progressdo Geométrica a sequéncia em que cada termo an, a partir do segundo
termo, “e igual ao produto do termo anterior por uma constante real q, chamada
de razdo da progressdo geométrica, isto ‘e, an = an—1q, n > 1. Podemos
determinar uma expressdo que nos possibilite obter um termo qualquer da
Progressao Geométrica conhecendo o primeiro termo al e a razdo q. Segue da
definicao de Progressdo Geométrica de razdo q, admitindo al 6=0e q 6=0 que

a2 =alq

a3 =a2q=algqg =alq?
ad=a3q=alqg2q=alq’
a5=ad4q=alq3q=alq*

an=an—Iqg=algn-2q=alg" "
Assim, a expressao
“an=alq" "
E chamada de Formula do Termo Geral da Progressio Geométrica. Esta

formula nos permite conhecer qualquer termo da progressdao Geométrica em
fungdo do primeiro termo al e da razdo q.
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Definicao 1.3. Seja (a1, az, - - - ,an, - ) uma Progressdo Geométrica
de razq g, comq = 0 e q /= 1. Denotamos a soma desses n primeiros
termos como S, isto &,

Sy=ai+a+asz+---+a, (1.2)

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por q, ja que
g = 0e g /= Dbbtemos:

gS,=q (a1 tax+as
+ ot a, t+an)
=a1q+a2q+a3q+---+
an-1q + anq
—a;taztas+---+ap+nq. (1.3)

Fazendo a diferenca entre (1.3) e (1.2),

qSn— Sy, =(axt+astas+- - +a,+aq)— (a1 +ta+as+---
+ a,) = a,q — ai.

Como a, =a1q""', segue que

Sg—D=aq"'qg—ar =arq" — a1 = ai(q" — 1).

Dividindo por (g — 1) o resultado obtido, a soma dos n primeiros
termos de umaProgressao Geométrica pode ser escrita como:

_aig" -1)
Sn = =1 (g #1).

E importante observar que se ¢ = / o resultado ndo pode ser aplicado.
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Neste caso, a Progressdo Geométrica seria estacionaria, pois todos os seus
termos seriam iguais. Assim, para calcular a soma dos seus n primeiros termos
“e suficiente escrever a seguinte expressdo Sn =nal.

Exemplo 1.2. Considere uma Progressdo Geométrica de termo geral an = q"
com

1 . a s .
n € Nonde g = 0" Podemos caracterizar a sequéncia da seguinte formas:

1
a1—1—0=0,1
a2=(11—0)2—ﬁ 0,01
3
a3=(11—0) —ﬁ—0,00
a4=(11—0)4—m 0,0001

Logo, a sequéncia obtida "e uma Progressdo Geométrica cujos termos sao
(0,1, 0,01; 0,001; 0, 0001; - - -). Assim, a medida que o valor de n aumenta,
o valor de an diminui, ficando cada vez mais proximo de 0.

Definigdo 1.4. Uma sequéncia (a1, as,-** ,Gyn,- ), onde n € N tem um limite { se,
dado ¢ > 0, é possivel obter um nimero natural ng tal que | ap —! |< € quando n > ng.

Neste caso, indica-se lim a, = [ e dizemos que a sequéncia converge para {.
n—oo

n 12 n
Exemplo 1.3. A sequéncia = ==,z ", ,-++ | converge
xemp quéncia (an) (n+1)neN (23 nt1 ) Tvers
para 1. Com efeito, note que, dado qualquer € > 0,
n 1 1
-1 = —ll=——<e&n>-—-1
jan = 1] n+1 ’ n+1 "

1
Assim, dado qualquer € > 0 existe ng > . 1 tal que n > ng, entdo

n
—1|<e.
1 ’

Portanto, segue da Definigio 1.4 que a sequéncia (a,) converge para 1.
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Teorema 1.1. 7oda sequéncia da forma (1,q,¢> ¢ - ,q", "), com q
€ R, tal que|q| < 1, converge para zero.

Demonstracdo. Como q € R e [g] << 1, vamos analisar algumas
possibilidades que g pode assumir:

1° caso) Se q = 0, entdo claramente a sequéncia converge para 0, pois,
a partir do primeiro termo a sequéncia (q") & constante e igual a zero.

1
2° caso) Se 0 < ¢ < 1, entdo podemos escrever ¢ = 3| com beReb#0. Para

mostrar que b,a, = 0, por definigdo, dado & > 0, precisamos encontrar ng € N tal que,

n

- . 1
se n > ng entdo |¢" — 0| < e. Para isso, como ¢" = ’E , note que:

1
"0l <ee |-
lg" - 0] <e ’b

" 1 1
<ed — < — < Ve
[b]" il

1
¢>?<{/E@ < |b].

1
[b] Ve
. 1 .
Sendo assim, tomemos ng € N tal que I < |b|. Portanto, se n > ny, entao |¢"—0| < ¢,

o que implica que lim ¢" =0, com 0 < g < 1.
n—o0

3° caso) Se —1 < ¢ < 0, considere as subsequéncias: (yx) = (1,¢%¢% -+ ,¢*,-*)
e (z) = (¢,¢% -+ ,¢**1,--+) cujos expoentes siio pares e fmpares, respectivamente.
Como todos os termos de (yy) sdo positivos, pelo que foi provado no segundo caso, obte-
mos que limy;, = 0. Por outro lado, como (z) = (q,¢%, -+ ,¢*L,--+) = q(1,¢% -+ , g%,
q(yx), temos que klgglo 2= klg{.lo q(yx) = 0, pois limy, = 0 e ¢ é constante (em particular

q ¢é limitado, j4 que —1 < ¢ < 0). Sendo assim, segue que lim¢" = 0, com —1 < ¢ < 0.

Com isso, concluimos que lim ¢" =0, com ¢ € R, tal que |[¢| < 1. &
n—o00
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Teorema 1.2. Se (a1,as, - ,an,--) é uma Progressio Geométrica infinita, com razdo
q, tal que —1 < g < 1. Entdo,
a
lim §, = —> (1.5)
n—yoo —_ q
Demonstragao. Inicialmente, notamos que.
"—1
lim S, — fim 2@ 71
n—o0 noc g—1
Pelo Teorema 1.1 temos lim ¢" = 0, assim,
n—00
. ay a1
s Bl

Observacao 1.2. Se a; = 0, a condigho —1 < ¢ < 1 é desnecessdria para a con-
vergéncia da sequéncia ( Sy, Sz, S3, - - - ). Nesse caso, a Progressio Geométrica é (0,0, ---)
e sua soma é 0 qualquer que seja g. Se a; # 0e g < —1 ou g > 1, a sequéncia

(81,82, 53, -+ ) nao converge.

1.3 Logaritmos

Nesta se¢iio, relembramos a definigio e algumas propriedades dos logaritmos.

Definigao 1.5. Sejam ¢ e b nimeros reais positivos com a # 1. O logaritmo de b na
base a ¢ o expoente z ao qual se deve elevar a base a de modo que ¢ seja igual a b,
ou seja,

log, b=z & a" =b. (1.6)

Na expressio (1.6), dizemos que @ é a hase do logaritmo, b é o logaritmando e z é

o logaritmo.

No préximo resultado descrevemos algumas propriedades operacionais dos logarit-

mos.
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Proposigao 1.3. Sejam a,b e ¢ nimeros reais com a > 0, a # 1 e b,c > 0.

1) log, bc = log, b + log, ¢;

oo

2) log, () =log, b — log, ¢;
3) log,(b") = rlog, b, para qualquer r € R;

4) log,b= 1% coma>0,a#1eb>0,c>0ec#1l.

log,.a’

Demonstragao.

Durante a prova, usamos log, b = z, log,c = y.

1) Tomando log,(bc) = z, temos,
a* =bc=a"a" =a"V =z =z +v,

concluimos que log, bc = log, b + log, c.

b
2) Agora, seja log, (—) = z. Da defini¢ao de logaritmo obtemos
C

b a*
F=-=—=a""YV=z=0—1,
c a¥

b
assim, log, (—) =log, b —log, c
C

3) Seja log,b” =y, entdo

Portanto, log, (6") = rlog, b.
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4) Considere logea= z. Inicialmente, note que, z 6= 0 pois a 6= 1. Assim:

(cz)x=am=b=cy:>zas=y:>as=g.
z

log:b

Entéo, log, b =
log.a

O item 4 da Proposicdo 1.3 ‘e utilizada em algumas ocasides que
precisamos converter logaritmos que possuem bases diferentes para uma tnica
base conveniente. Tal propriedade "e conhecida como mudanca de base.
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CAPITULO 2 - GEOMETRIA EUCLIDIANA E
A GEOMETRIA FRACTAL: SEUS ASPECTOS
RELEVANTES

Mailson Alves farias, 2024

Neste capitulo relembramos alguns matematicos importantes da
geometria euclidiana, como também, para outro tipo de geometria,
considerada nao-euclidiana, bem como, apresentamos as caracteristicas e a
classificagdo dos fractais, além da definicado de uma das suas
caracteristicas mais importantes, relacionadas @ sua medida, a dimensao,
na intencdo de conhecer um pouco mais da riqueza matematica presente
na geometria desses elementos. As principais referéncias usadas foram:
[1], [3], [10], [6], [15], [14] e [17].

Alguns conceitos da Geometria euclidiana

E comum observarmos elementos geométricos que nos fazem lembrar
dos poligonos regulares, ou até mesmo dos solidos geométricos, como por
exemplo, demarcag®es de lotes de terreno, plantas-baixa de casas, piramides,
cones, entre outros. Elementos como esses fazem parte da historia da
matematica, bem como das construgdes criadas pela humanidade desde
séculos, pois, a partir de figuras como essas, grandes construtores tiveram
inspiracd e modernizaram 0 nosso mundo.

Inicialmente, a palavra Geometria, a qual vem do Grego
“Geometrein”, se origina da composicao de palavras: “Geo” que significa
“Terra” e “Metria” cujo significado & “Medida”. Assim, a palavra
“Geometria” significa “Medida da Terra”. Comparar formas e medidas, &
uma das primeiras consideractes relacionadas a geometria, visto que, 0
homem sentia a necessidade de fazer algumas observacles que estavam
diretamente ligadas ao trabalho daquele tempo.
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A historia colabora com essa afirmacdo relatando que, no antigo
Eqgito, no valedo Rio Nilo, o homem efetuava medicBes na terra devido
as grandes inundacBes que ocorriam, dada a necessidade de remarcar 0s
terrenos assim que o nivel da dgua baixava. Esses motivos, levaram ao
homem, algumas técnicas para desenvolver instrumentos que fossem Gteis
para a medicao de areas, volumes, bem como o proprio tempo.

Com isso, a Geometria foi se inserindo e aos poucos tomando origem
em partes doOriente Antigo, inicialmente como uma ciéncia pratica para
solucionar problemas relacionados a agricultura e a engenharia, com a
finalidade de analisar formas diferenciadas de objetos.

Desse modo, uma das primeiras descobertas geométricas foram feitas
baseadas na nocdo de distancia, que foi um dos primeiros conceitos
geométricos desenvolvidos. Com isso, 0 homem ”primitivo”preparou, meio
gue inconscientemente, em grande escala o caminho para o desenvolvimento
da Geometria que posteriormente seria conhecida e aplicada.

Diante dessa necessidade do homem em medir, quantificar formas e
calcular, a Geometria tebrica tornava-se um critério essencial para o
desenvolvimento e a aplicacdo de suas comprovagoes.

Seja por interesse nas necessidades préticas da construgdo das piramides e da
remarcacao de terras, seja pelo simples lazer dos sacerdotes, o fato é que naquela
época foram descobertas intuitivamente importantes propriedades
geométricas que serviram de estimulos para que outros povos se dedicassem
ao estudo da geometria, entre os quais 0 povo grego, que transformou a
geometria em algo muito diferente de seus predecessores. A geometria pu-
ramente intuitiva deu lugar a uma geometria sistemdtica, em que os fatos
geométricos eram demonstrados através de raciocinio dedutivo. (BIAN-
CHINI e PACCOLA, 1995, p. 326)

No entanto, foram necessarios alguns séculos de estudos e contribuicdes
a geometria até que tal area da matematica fosse analisada e estudada.
As disputas ocorridas naqueles tempos, acabaram derrubando o trono dos
reis egipcios e os gregos assumiram o papel. Personagens como Tales de
Mileto (Figura 2.1).
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Tales foi o fundador da geometria demonstrativa, entre outros, marcaram
0s avangos nos estudos da geometria que transcederam o tempo.

Figura 2.1: Tales de Mileto (625-548 a.C., aproximadamente)

Fonte: [2], (1995, p. 326)

Um pouco mais tarde, surge entao, o museu de Alexandria, que com seu
aspecto de Universidade atraiu os maiores cientistas e pesquisadores da época.
Muito embora, n2o se tenha registros que confirmem com maior exatid&o, sobre
0 nascimento e a existéncia de Euclides (Figura 2.2).

Ainda assim, a geometria e todos os aspectos relacionados as figuras planas
e aos solidos geométricos recebem o nome desse notavel matematico.

Na proxima pagina, poderemos observar, disposto, Euclides de
Alexandria, que na Figura 2.2: Euclides de Alexandria.
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Sabe-se muito pouco sobre a vida de Euclides; nem mesmo ¢ comprovado que
tenha nascido em Alexandria, como se afirma com frequéncia. H4
evidéncias, contudo, de que seja autor, além dos Elementos, de outras obras
de matematica, sobre lugares geométricos, conicas, etc. Os Elementos de
Euclides sdo um conjunto de treze livros publicados por volta doano 300
a.E.C., mas n3o temos registros da obra original, somente versdes e
tradugodes tardias. (ROQUE, 2012, p.151)

Em sua obra, & possivel perceber com detalhes a arte de Euclides,
seu método, rigor e capacidade de sistematizar, descrevendo a Geometria
em forma de axiomas e postulados essenciais para a estrutura da Geometria
reconhecida até os dias atuais como Geometria Euclidiana. Do livro | de
Euclides podemos destacar, os seguintes postulados:

1) Pode-se tragar uma tinica reta ligando-se dois pontos;

2) Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente em
ambas as diregoes;
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Pode-se tragar um circulo com qualquer centro e qualquer raio;
Todos os angulos retos sio iguais;

Se uma reta, ao cortar outras duas, forma angulos internos, no mesmo lado,
cuja soma ¢ menor do que dois angulos retos, entdo estas duas retas
encontrar-se-3o no lado onde estdo esses angulos.

Mesmo sendo um dos mais antigos escritos da Matematica na forma
axiomatica-dedutiva e, sem sombra de ddvidas, uma excelente
contribuicd para o estudo da Geometria, com o passar dos tempos, foram
surgindo varios questionamentos sob sua estruturacdo logica, principalmente
relacionado ao quinto postulado de Euclides, o que fez com que muitos
considerassem que Euclides usava pressupostos ndao explicitados sobre o
assunto e assim, novas pesquisas e contribuices nos estudos da geometria
surgiram, mas certamente a grandiosidade da sua obra e a sua influéncia
cientifica € considerada, até os dias atuais, como inigualavel.

A geometria de Mandelbrot e o surgimento dosfractais

Com o passar do tempo, 0 homem comecou a observar a natureza e
percebeu a existéncia de padrdes que, muitas vezes, nao se encaixavam aos
padrdes apresentados nas figuras planas ou nos sodlidos geométricos, pois,
outras caracteristicas podiam ser identificadas e assim, cada uma dessas
novas caracteristicas, tornava-se desejada a investigacdao matematica, para
tentar justificar a geometria que havia em cada uma dessas figuras naturais.

Na tentativa de encontrar um esquema, um determinado padrao que
possibilitasse descrever as estruturas que cada uma dessas figuras
apresentava, 0 homem comegou a perceber, através de formas como: a
couve-flor, os raios, o curso de um rio e suas ramificactes, até padrdes
presentes em algumas arvores e os detalhes dos seus galhos e folhas, na
analise da geometria dos 6rgaos do corpo humano e suas estruturas, que
estava diante de relagBes geométricas que transcendia a geometria euclidiana.
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As formas encontradas nos animais e plantas chamam a atencdo dos
matemdticos, por exemplo, muitas conchas formam espirais, as estrelas do
mar possuem um conjunto simétrico de bragos, alguns virus adotam formas
geométricas regulares. Mas além dos padrdes de forma, existem os padroes
de movimento, como o andar humano, os pés tocam o solo num ritmo re-
gular, esquerda-direita, ou a sidewinder, uma cobra do deserto que se move
como uma espiral de uma mola helicoidal, jogando seu corpo para frente em
forma de curvas tentando minimizar seu contato com a areia quente.
(STEWART, 1996, p. 122)

Caracteristicas como essas nos faz acreditar, assim como historicamente
é relatado que, de fato, ha uma explicagdo Matematica por tras disso. Mas,
antes de nos aprofundarmos na natureza e nos padrdes de figuras como essas,
apresentamos um pouco da historia de um dos grandes pesquisadores que
contribuiu para a criagdo de uma nova geometria.

Nascido em Varsovia, capital da Polonia, no ano de 1924, Benoit B.
Mandelbrot (Figura 2.3), descendente de uma fam’ilia judaica, aos 12 anos de
idade, teve que deixaro seu pais junto com a sua familia, tendo em vista as
constantes ameacas trazidas pela guerra @ Europa.

Figura 2.3: Benoit B. Mandelbrot (1924-2010)

Fonte: [17], (2018, p. 235).
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Embora nao tivesse estudado algebra avangada ou calculo, Benoit
Mandelbrot percebeu que o seu gosto e aproximaca com a geometria
acabava explicando problemas em outros ramos da matematica. Para ele,
as figuras geométricas eram tado proximas que, a sua intimidade em lhe dar
com tais figuras, tornava o seu prazer pela matematica ainda mais interessante.

No ano de 1952, Mandelbrot obteve o seu t'itulo de PHD na
Universidade de Parise, aos poucos, 0 seu esforco continuo para ampliar
0s conhecimentos matematicos adquiridos fez com que ele fosse para o
Instituto de Estudos Avangados em Princeton, onde continuou a explorar
muitos campos diferentes da Matematica.

Buscando relagBes para descrever a geometria observada na natureza e
que, transcendia os estudos apresentados por Euclides, Benoit Mandelbrot
comegou a investigar e analisar estruturas naturais, percebendo que tais
estruturas, apresentavam determinados padrBes que se repetiam em cada uma
das suas partes, mas que nao se encaixavam perfeitamente as caracter’isticas
apresentadas pelas formas da geometria euclidiana.

Benoit B. Mandelbrot, fez com que a histéria da geometria, ganhasse
novos capitulos tendo em vista que ele considerou elementos novos, que antes,
apesar de serem perceptiveis ndo considerados. Em um dos questionamentos
feitos por Mandelbrot, podemos perceber isso, ja que, a geometria apresentada
por ele

Da conta de extensdes com reentrancias e saliéncias, depressdes e frag-
mentagdo. Foidele a indagagido: “que extensdo tem o litoral da Gra-
Bretanha?””. Ele sabia que a resposta variava conforme a escala de medigao,
considerando as distancias, ndo apenas por segmentos de retas, mas levando

em conta os contornos das curvas e outros acidentes. (SOUZA, 2018, p. 235).

Esse questionamento feito por Mandelbrot foi importante para o
avanco do estudo da Geometria, de tal modo que,
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Era preciso ter uma imaginacdo excepcional para considerar a
possibilidade de uma geometria diferente daquela de Euclides, pois o
esp irito humano por dois milénios estivera limitado, pelo preconceito da
tradic?o, a firme crenga de que o sistema de Euclides era certamente a tinica
maneira de descrever em termos geométricos o espago fisico, ¢ que qualquer
sistema geométrico contrdrio ndo poderia ser consistente (EVES, 1997,

p.22).

Mandelbrot observou que boa parte de elementos da natureza nao podem
ser descritos pela geometria euclidiana, pois nessa, as formas estdo
associadas a eixos perpendiculares, especificada assim, em uma, duas ou
trés dimensdes, de certa forma, aalgum ponto pertencente a uma linha, area
ou volume respectivamente. Em uma das suas afirmagdes, Mandelbrot,
considera que nuvens nzo sao esferas, montanhas n&o sao cones, continentes nao
sao circulos, troncos de arvores ndo sao suaves e relampagos nao viajam em
linha reta.

Diante dos questionamentos e levando em consideracd todas as
observagdes feitas por Mandelbrot foi criada a Geometria Fractal. O termo
Geometria Fractal tem origem no adjetivo em latim “Fractus”, do verbo em
latim “Frangere” que corresponde a “Fraturado” ou “quebrado”, refletindo uma
natureza de irregularidades. Essa geometria estuda estruturas mais complexas
que as formas apresentadas na geometria euclidiana, analisando as propriedades
e comportamentos de cada uma dessas estruturas, buscando estabelecer padrdes
para as formas encontradas na natureza.

Fractal & uma estrutura geométrica ou fisica, cujas partes apresentam
semelhancas, geralmente, com a estrutura original, mesmo estando em
diferentes escalas. Mas valesalientar que, a caracteristica da semelhanca
entre as partes da estrutura de fractais naturais torna-se limitada em funcéo
da escala. Seja por meios geométricos ou por forma de padrdes aleatorios,
através de processos recursivos, os fractais podem ser obtidos, apresentando
caracter ‘1sticas que podem ser encontradas em diversas formas da natureza e se
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encontram em diversos lugares, como por exemplo, nos flocos de neve.

E importante ressaltar que, os fractais do tipo matematico, sdo
considerados distintos dos fractais naturais, tendo em vista que esse ltimo,
sao considerados finitos, ja os do tipo matematico sao criados por meio de
processos de iteragbes recursivas e alguns deles serdo apresentados nos
proximos capitulos deste trabalho.

Fractais na Ciéncia e Tecnologia

Com o avango das tecnologias computacionais, bem como das ciéncias,
artes, mlsicas, entre outros, a geometria fractal tem se destacado cada vez
mais. Uma vez que, algumas estruturas que ndo se encaixavam aos padrdes
geométricos euclidianos, passaram, através do estudo com fractais, a receber
determinados algoritmos matematicos que as caracterizavam, observando-se
melhor os seus devidos detalhes. Com isso, alguns elementos da natureza
que antes n3a eram elaborados de forma matematica, comecaram a se
aproximar muito mais dessa geometria, passando a ser verificados, tornando
possivel criar modelos mais proximos daquilo que se apresenta na realidade
de cada um desses elementos.

Dado o avango das teorias e estudos desenvolvidos pela Matematica,
Astronomia, Biologia e Fisica, entre outras ciéncias, & possivel destacar a
importancia da geometria fractal, como nas imagens de satélites, que cada
vez mais, tornam possiveis a aproximacd da realidade, mostrando as
caracteristicas do nosso planeta, suas planicies, areas territoriais, dentre
outros aspectos relevantes, como linhas costeiras, como podemos observar
na Figura 2.4, destacando-se que, independente da escala em que se amplie
a imagem, outros detalhes sda apresentados, mas sempre relacionados com
a imagem original.
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Figura 2.4: Imagem de Satélite
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Fonte: Google Maps' (2019, com adaptagdes).

Nessa imagem, €& possivel perceber um recorte de um mapa apresentado
numa tela de computador. Considerando esse recurso € possivel aproximar a
imagem, destacando que em cada aproximagao, alguns detalhes que antes eram
imperceptiveis sem o auxilio da tecnologia e da teoria dos fractais, passam a
ser destacados com uma maior precisdo. Segundo Mandelbrot, um “raio nao
viaja em linha” e com isso pode-se destacar através da analise das suas
ramificacles, a presenca de fractais, com os seus padrdes associados a
semelhanga e a proporcionalidade relacionados em cada uma de suas
partes.

Na Figura 2.5 podemos perceber esses padrfes destacados por
Mandelbrot.
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Figura 2.5: Relampagos
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Fonte: Escola Focus? (2019, p. 1).

Algumas estruturas da natureza apresentam uma distribuicdo de partes
idénticas, mas nd s&o estruturas exatamente equivalentes, como & o caso da
couve-flor (Figura 2.6) e a samambaia (Figura 2.7). Mas ainda assim,
s& estruturas que podem ser analisadas sob o0s aspectos estruturais da
geometria fractal, como veremos adiante.

Figura 2.6: Couve-Flor
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Figura 2.7 — Folha de Samambaia

Fonte: Retirada de [10] (2016)

Outros exemplos que possuem caracter isticas fractais que podem ser
citados e vistos na natureza sao as nuvens formadas no céu, algumas arvores
e galhos, bem como suas ramificagtes, em que € possivel destacar a repeti¢do
de padrdes.

Esses padrdes transcendem o campo da geometria euclidiana, mas de
certo modo, chama a atencdo na riqueza de detalhes e nos algoritmos
matematicos que estao por tras de toda essa proporcionalidade existente entre
as partes que formam a estrutura, bem como nos leva a compreender a beleza
da teoria associada a pratica Matematica.

A teoria apresentada por Mandelbrot & de extrema importancia no
avango dos estudos da geometria, ja que:

Na constituigdo de nosso mundo, da natureza em geral, por mares e
oceanos, separando continentes e ilhas, com suas costas, suas montanhas e
rios, rochas, plantas e animais, e acima as nuvens etc., temos componentes
com suas formas nas quais dominam a irregularidade e o caos; tentar
simplificd-las, empregando formas usuais da cldssica geometria euclidiana,
como triangulos, circulos, esferas, cones, etc., seria absurdamente inade-
quado. A geometria dos fractais pode fornecer aproximagdes para essas
formas. (BARBOSA, 2005, p.10-11).
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As irregularidades predominante nos fendmenos naturais, ou na
tecnologia criada pelo avango dos estudos feitos pelo homem, originou uma
ciéncia conhecida como Teoria do Caos, através da qual, alguns padrdes sao
identificados, mesmo que em situacdes cadticas, ou seja, desordenadas, sem
uma previsao l6gica, de forma aleatoria.

Com essa percepgdo, Benoit Mandelbrot, o “pai dos fractaiscontribuiu
para que a geometria, considerada n#o-euclidiana, tivesse um importante
avanco tamb@m na analise das novas tecnologias, como & o caso das
inovagBes das TV’s digitais, antenas fractais (Figura 2.8), criadas por
engenheiros para serem utilizadas em telefones celulares e outros
dispositivos sem fio que precisam de uma antena que possa ter recepgao
similar em muitos comprimentos de onda diferentes, ou seja, essas antenas
necessitamde uma estrutura semelhante em escalas diferentes.

Por exemplo, uma antena celular baseada no Tapete de Sierpinski, a
qual & uma figura plana construida a partir de processo recursivo, na qual
suas caracteristicas sao definidas como fractais e que podem ser criados a
partir de um quadrado, o qual inicialmente & dividido em nove quadrados
de mesma area, em seguida retira-se 0 quadrado central, considera-se 0s
guadrados restantes e repete-se esse procedimento continuamente.

Figura 2.8: Antena Fractal relacionada ao Tapete de Sierpinski na
Iteracdo 2
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Iteracdo O Iteracdo 1 Iteracdo 2
Fonte: Tranversos® (2019, com adaptacdes).
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Muito embora, a evolugao tecnologica sempre esteja se modificando e
outras formas estejam surgindo, tais antenas, revolucionaram o ramo da
telefonia, ja que a partir delas, os sinais dos aparelhos celulares obtiveram
uma melhoria na capacidade de transmissda e na otimizacao do espaco
telefonico utilizado, criando e melhorando a distribuicdio dos servigos
oferecidos.

Outra alta tecnologia que pode ser citada utilizando fractais, foi obtida
pela empresa Incom* em 1994, a qual desenvolveu um envelopamento de
fibras opticas apropriado para produzir ondas com baixas distor¢des. Com
isso, a empresa idealizou o desenho de feixes de fibras Opticas fractais,
nomeadas de multifibras, fornecendo uma melhoria no contraste de imagem.

Figura 2.9: Fibra épticas Fractais
b

Fonte: Prisma e MT1 Tecnologia® (2019, com adaptagdes).

Na area das telecomunicagtes, as antenas e fibras fractais tem
contribuido na emissda de sinais, oferecendo respostas em frequéncias
distintas, cada vez mais eficazes, aumentando o nivel de capacidade na
interacdo entre os seus usuarios, oferecendo uma inigualavel vantagem em
projetos de redes sem fio, como & o caso das transmissdes wireless com
antenas cada vez mais leves e compactas, ocupando de forma integradaao
interior do aparelho as conex®es necessarias para a alta tecnologia na
comunicagao.
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E possivel destacar a importancia do aprofundamento no estudo da
geometria fractal e a Teoria do Caos com o advento do avanco tecnoldgico,
especificamente no ramo da computacao grafica e recursos cada vez mais
sofisticados que possibilitam ao homem ir mais além, criando e recriando,
solugtes que favorecem ao bem da humanidade e a evolugdo na pesquisa de
outras areas, seja através da percepgdo no campo das ciéncias e tecnologias
ou, através do desenvolvimento de projetos para a economia, avaliando a
cotacdo da bolsas de valores, analisando situagBes da vida real, como por
exemplo, as oscilagdes no coragdo e no cérebro, através de exames de
imagens cada vez mais sofisticados, analise da corrente sanguinea e suas
interligaces microscopicas, permitindo equacionar e reformular antigos
problemas da humanidade, buscando possiveis solugtes.

Diante disso, podemos destacar a importancia da geometria fractal na
modelagem das ramificagdes do pulmao (Figura 2.10) ou no sistema de
artérias do coragao, dentre outros orgaos do corpo humano, ja que, padrdes
utilizados por alguns fractais, servem como modelo para essas estruturas
naturais.

Figura 2.10: Ramificactes no Pulm& (Modelagem e computagao
grafica)

Fonte: Journal of Applied Physiology® (2019, p. 1)
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Esses 0rgdos necessitam de concentrar uma maior superficie e um
maior volume em pequenos espacos, assim como o sistema circulatorio
que percorre uma grande area num volume limitado. Estruturas como essas,
tem semelhanga com outro fractal obtido por meio de funcdes iteradas,
chamado de Curva de Koch, o qual apresentamos suas caracteristicas. Nesse
caso, a estrutura pressiona uma linha de extensdo infinita numa area
pequena, bem como 0s vasos sanguineos que também formam uma
continuidade, se ramificando, dividindo e voltando a ramificar-se, se
tornando cada vez mais estreitos. Aspectos dessa natureza, estd
intrinsicamente ligados aos fractais.

Podemos perceber, a partir dos estudos e pesquisas feitas por
Mandelbrot que, os fractais estdo em toda parte do universo. Em tudo
que se manifesta sob formas inanimadas, em aspectos bioldgicos vivos,
como em protozoarios, na pluricelularidade da vida, em formas
microscopicas, conservando entre elas uma similaridade que faz com que
estejam intrinsicamente ligadas por meio de propriedades expressando toda
beleza e conjectura da geometria fractal.

2.4 Classificagdo e caracteristica dos Fractais

Antes de reconhecer as caracter’isticas de um fractal, vamos fazer uma
breve apresentacdo dos tipos de fractais existentes, procurando estabelecer um
pouco mais de conhecimento sobre essas estruturas, antes vista como objetos
estranhos na matematica, ou como alguns literarios relatam, “monstros
matematicos”.

Dependendo da forma de como & gerado, podemos classificar os fractais
em trés grupos principais:

1) Fractais gerados por meio de sistemas de fungdes iteradas;
2) Fractais gerados por meio de relagdes de recorréncia;

3) Fractais aleatorios.
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Fractais gerados por meio de sistemas de fungles iteradas, também
conhecido como fractais deterministicos ou fractais geométricos, s aqueles,
gerados por uma regra fixa de substituicdo geométrica, mas bem definida,
aplicada a cada iteragd. Uma caracteristica marcante nesse tipo de fractal
¢ a autossemelhanca, ja que cada uma das partes da estrutura fractal se
assemelha com o todo, mesmo em diferentes escalasde ampliacdo. Como
exemplo dessa classe de fractais podemos citar: o triangulo de Sierpinski,
a curva e a ilha de Koch e o conjunto de Cantor, que serao apresentados
com um pouco mais de detalhes, no capitulo seguinte, além desses, podemos
ver na Figura 2.11 a curva de Hilbert, que & uma curva fractal continua de
preenchimento de espaco descrita em (1891) pelo alemdo David Hilbert
(1862 - 1943).

Figura 2.11: Curva de Hilbert até a quinta iteracdo
L] LI

Fonte: DataGenetics’ (2019, p. 1).

Os Fractais definidos por uma relagdo de recorréncia, s& chamados
também de fractais de fuga do tempo. Reconhecidos por possuirem uma
forma mais livre de similaridade, de modo que o fractal apresenta inlmeras
copias reduzidas, mesmo sendo imagens distorcidas ou degeneradas, com isso
n&o s considerados totalmente auto-semelhantes.
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Com o avango da tecnologia computacional, fractais dessa classe podem
ser reproduzidos apresentando toda a sua complexidade. Um exemplo dessa
classe de fractais & o conjunto de Mandelbrot, o “pai dos fractais. A imagem
desse fractal pode ser vista na Figura 2.12, na qual estad exposta, também,
duas ampliag@es do conjunto.

Figura 2.12: Conjunto de Mandelbrot

Fonte: Alguma Matematica® (2019, p. 1).

Os Fractais aleatorios, também conhecidos como fractais naturais, &
uma classe de fractais em que destacamos a autossemelhanca estatistica.
Nessa classe de fractais podemos perceber que a parte total da figura se
assemelha a ampliagdq0 de uma parte. Essa classe de fractais estdo
relacionadas com a Teoria do Caos, dadas as estruturas fragmentadas,
extremamente bela e complexas encontradas nessa classe de fractais,
buscando padrtes dentro de um sistema dinamico.

O estudo dessa classe de fractais & muito utilizado para a modelagem
em diversas areas de estudo e tecnologia, como na Biologia, Medicina,
Geografia, Mercado financeiro, Ciéncias da Computacao, entre outras areas.
Um exemplo dessa classe de fractal pode ser observado através de cada uma
das partes de um floco de neve, como nos mostra a Figura 2.13.
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Figura 2.13: Floco de Neve

Fonte: pxhere.com® (2019, p. 1)

Os Fractais, além de apresentar estruturas geométricas complexas e
diferentes das formas geométricas euclidiana, apresentam determinadas
caracteristicas que faz com que esses elementos sejam ainda mais especiais.

Uma das primeiras caracter isticas observadas em figuras fractais pode
ser definidada seguinte forma;

Autossemelhanga, que & a semelhangca em que uma parte do objeto
fractal tem com o todo, podendo ser subdividida em autossemelhanca
exata e autossemelhanca aproximada ou estatistica, mantendo uma
semelhanca, independente da escala em que o objeto & observado.

Com relagdo a essa subdivisdo encontrada na autossemelhanca, podemos
diferencia- las dizendo que;

A autossemelhanca exata, presentes em figuras criadas por processos
de iteracao matematica sao elaboradas através de um conjunto de réplicas
perfeitas da figura ou objeto original, considerando ainda que, esse tipo de
autossemelhanca esta presente em muitos fractais.

A autossemelhanca  aproximada, conhecida também  como
autossemelhanca estatistica, & aquela que se aproxima dos objetos naturais,
como & possivel destacar a presenca dessas cacacteristica em algumas figuras
da natureza, a exemplo disso, as ramificacBes de uma arvore.
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Outra caracteristica fractal destacada pela grande quantidade de detalhes
que sao apresentados em cada uma das partes da figura & a complexidade
infinita.

Complexidade Infinita & a caracteristica pela qual, por mais que se
amplie um objeto fractal, independente da escala de ampliacdo, os detalhes
que sao observados s# infinitos, ou seja, sempre existird, de forma infinita,
reentrancias, saliéncias e rugosidades apresentadas a cada ampliacdo, podemos
citar como exemplo dessa caracteristica, as linhas costeiras, que a cada
ampliagdo num mapa podemos perceber uma maior quantidade dos detalhes
que vao aparecendo no desenho.

Uma das formas em que os fractais sd construidos & chamada de
processo de iteracdo que € a repeticdio de um procedimento aplicado
infinitamente.  Portanto, quanto maior for o nimero de iteracbes nesse
processo, mais detalhes serdq& percebidos, mesmo que aconteca a
continuidade de formacg2 de novas partes semelhantes da figura ou objeto e
com isso, uma Complexidade Infinita de detalhes, na qual & considerado o
limite do processo de iteracBes. A exemplo disso, podemos observar a Figura
2.14.

Figura 2.14: Autossemelhanga e Complexidade infinita

Fonte: Fractais na naturezal® (2019, com adaptag@es).

Na Figura 2.14, podemos observar a semelhanca entre as &arvores
naturais com a arvore fractal que aléem de apresentarem uma autossemelhanca
estatistica, apresentam tamb&m, um grande nimero de detalhes, o que nos faz
perceber, a complexidade infinita em cada uma das suas ramificacgdes.
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Uma das mais importantes caracteristicas fractais € chamada de
Dimens3o fractal que diante da rugosidade apresentada em muitos objetos
fractais, & utilizada para quantificar, de certa forma, o grau de
irregularidade, fragmentagado ou intensidade do conjunto considerado.

Dada a importancia dessa caracteristica, reservamos uma se¢do desse

capitulo para abordar um pouco mais sobre a dimensao fractal.

2.5 Dimensédo

Inicialmente, & preciso considerar que, quando estamos pensando em
dimensdes de figuras, objetos, dentre outras coisas, estamos nos referindo a
possibilidade de medi-los, considerando um determinado espago. Assim,
podemos dizer que a dimensdo & o nimero de parametros necessarios para a
identificacdo de um ponto nesse espago.

O homem utilizava essa definicdo, pelo menos até o século XI1X, se
baseando no nimero de coordenadas, o que se fazia suficiente para criar
possibilidades de realizar medidas em cada uma das direges de um espago.
Naquela época, tal definicdo atendia as necessidades matematicas e esse tipo
de dimensdo & chamada de dimens&o euclidiana. A exemplo disso, podemos
citar o calculo de distancias através de um mapa, no qual, as coordenadas
s#0 utilizadas para identificar pontos no plano e a partir desses pontos, com
auxilio de um instrumento de medida & possivel dimensionar a distancia entre
eles. Tendo em vista que, a geometria euclidiana, & a parte da matematica
responsavel por estudar as formas geométricas, podemos perceber através das
formas apresentadas por essa geometria que, as dimens@es podem ser
classificadas em: adimensional (forma geométrica sem dimensao, ou seja,
dimensa zero: pontos), unidimensional (forma geométrica que possui
apenas uma direcdo ou um sentido: retas), bidimensional (formas que possuem
duas direcdes ou dois sentidos: o plano) e tridimensional (formas que s&
caracterizadas por apresentarem trés direcBes diferentes, como altura,
largura e profundidade: sblidos geométricos), como podemos ver na Figura
2.15.
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Figura 2.15: Tipos de dimensdes euclidianas

(o]
®

Ponto (Objeto de dimenséo d=0)

r o

Reta (Objeto de dimensdo d=1) Plano (Objeto de dimensdod=2)  Solido Geométrico (Objeto de dimensdod=3]
Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

Durante muito tempo, o comprimento, a largura e a altura de um objeto
geométrico, nos davam, de certo modo, uma definicao de dimensao, cujo valor
& um nmero positivo. Mas, com o passar do tempo, outras ideias e estudos
surgiram, como & o caso da Geometria Fractal que apresenta outras
possibilidades de dimenstes, as quais est&o inteiramente relacionadas com o
formato dos objetos ou figuras, apresentando umacorrespondéncia existente
entre as irregularidades, mesmo que estejam em diferentes escalas e que,

muitas vezes, pode ser representada, também, por um nimero racional.
2.6 Dimenséo Fractal

Como vimos, através dos fractais, podemos dizer que o0 homem conseguiu
sobrepor barreiras e assim, comegou a observar elementos naturais através
de outras formas geométricas, percebendo que cada uma delas apresentava uma
determinada semelhanga que se enquadravam em classes, agora, subdivididas,
de acordo com a sua forma e o seu grau de irregularidades, bem como através
das caracteristicas fractais apresentadas.

Atualmente, utilizando recursos tecnoldgicos computacionais, 0 homem
pode avancar ainda mais, na analise de formas e irregularidades que
caracterizam os fractais. A partir disso, comecaram a surgir programas
especificos que possuem a capacidade de medir, como por exemplo, através
de imagens geradas por satélite que utilizam softwares cada vez mais
avancados em imagem e escalas métricas, capaz de nos apresentar diversos
detalhes importantes, a cada ampliag&o.
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A dimensdo fractal € uma das caracteristicas que faz com que ela se
torne ainda mais Gtil para comparar formas fractais, pois através dessa,
conseguimos representar o nivel de ocupacd da forma no espago. Com
isso, quanto maior for o nimero de irregularidades apresentadas em uma
forma fractal, maior serd a sua dimens&o.

Desse modo, podemos observar que a dimensdao fractal ndo &
caracterizada, necessariamente, por um nlmero inteiro, ja que, essa medida
representa 0 grau de ocupagdo deste no espago e surge como uma alternativa
de medicdo, obtendo assim o grau de complexidade de uma forma.

Para calcular a dimensa de um fractal Benoit Mandelbrot, utilizou
as ideias do matematico alemd Hausdorff (1868 - 1942), que desenvolveu
trabalhos na area de topologia e Besicovitch (1891 - 1970), matematico
russo com estudos e contribuices na area de conjuntos de dimensd nao-
inteira. Com isso, podemos calcular a dimensao fractal do seguinte modo.

Inicialmente, seja N (¢) a quantidade de objetos formados em uma
determinada dimenszo.

Considere um segmento (unidimensional d = 1) cujo comprimento seja
| e em seguida seccione esse segmento em segmentos iguais, cuja medida
seja ¢. Observe a Figura 2.16.

Figura 2.16: Secges numa linha de medida |
|
I |
|
|

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.
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Observe que, a medida que & diminui, a quantidade de segmentos formados N(g)
aumenta, de tal forma que,
N(g)=1 4
_ (2.1)
£
Analogamente em um plano, seja | o lado do quadrado
(bidimensional d = 2)(Figura 2.17). Dessa forma, note que,

Figura 2.17: SecgBes num quadrado de lado |

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.

a cada vez que o tamanho de £ diminui, a quantidade de quadrados N(g) aumenta.
2

Assim, temos, N(g) =7 _
£
Continuando esse processo, usando um objeto tridimensional, seja/a aresta de um

cubo (Figura 2.18) e, note que,

Figura 2.18: Secgdes num cubo de aresta |

Fonte: Elaborada pelo autor, 2019.
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acada vez que o tamanho de & diminui, a quantidade de cubos N(g) aumenta.
E}

4
Assim, temos, N(g) =P _
£

Se continuarmos esse processo, podemos verificar que a quantidade de objetos for

mados é dada por:
d

N(e)=mH L | (2.2
E

onde d é a dimensdo que o objeto ocupa.

Para verificar a validade dessa igualdade, procedemos usando o principio da indugao
em d. Usando o caso base, para d = 1 note que isso & verdade, basta considerar
d
- 1
2.1. Supondo que N(g) = ¥ _  seja vergageira e mummipicanao (€] por /1 _
£

£
1 d’ 1 1 @)
segue que, I’ . e =11 z . Assim a igualdade & valida para d + 1 e,
portanto, pelo principio da indugde finita, a Equagdo 2.2 € verdadeira.
Agora, aplicando logaritmo em ambos os lados da igualdade, segue que:
d

log N(g) = log I? ’
€

=log !l +log

m| 2

1
=d logl+log _
€
portanto, como o termo em | serd desprezivel para pequenos valores de
&, temos que a dimensao de capacidade ¢é dada por:

d=lim 98 N(e)
£—0

108 —

‘ (2.3)

onde ¢ & o tamanho da aresta da caixa e N (¢) € a quantidade de caixas
preenchidas. Com esse resultado, podemos concluir que a dimensdo d de
objetos autossemelhantes, sejam eles fractais ou n2o, & dada pela equag&o 2.3.
Utilizando esse resultado, podemos verificar o valor da dimensdo das
figuras fractais. Constata-se que alguns elementos e propriedades que
constituem essa maravilhosa descoberta, a cada instante tem aberto portas e
caminhos, antes jamais imaginados, mas que revolucionam as pesquisas e 0s
debates que interessam ndo sO0 a matematica, mas as ciéncias e suas
ramificactes, bem como a construcdo de fractais classicos e algumas de suas
propriedades. /

7
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Neste trabalho, estudamos a Geometria Fractal, caracterizando
alguns fractais classicos e apresentando alguns aspectos
historicos relacionados a esta teoria. Além disso, queremos
destacar que a Geometria Fractal permite observar uma
interessante conexao entre a constru¢do de elementos
matematicos e alguns objetos presentes na natureza. Nesse
sentido, em dois capitulos didaticos, ao caracterizar alguns
fractais classicos, como o Conjunto de Cantor, a Curva de Koch
e o Triangulo de Sierpinski, destaca-se ndo apenas a beleza
matematica desses objetos, mas também sua aplicabilidade em
descrever formas encontradas na natureza, como montanhas,

arvores, nuvens e costas litoraneas.
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